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Teorias

del campo el agngtico

®©

, P EF D
La teorfa de la relatividad preserva el prig&fpio u rsz@e ca@lidad de que ninguna
causa puede preceder a su efecto&?&to cor|le que ajguna accién se puede
propagar mas rapidamente que la w8jocidad.@e 4. Iuz, tener que modificar el
concepto de simultaneidad de syt€sos er‘@ isfemad, iherciales con movimiento
uniforme relativo.

El electromagnetismo cumpleSde for@i citad®n la teoria de la relatividad
restringida y la velocidad de da luz S/@rﬁpare omo el limite al cual se puede
propagar las sefiales y la infeFmacion.; | S

s

Sin embargo, las ecuaciq[f;;xsEr de Maqu?’/, aunque para su resolucion en funcion de las
fuentes conducen a ca/@os r t@dadogpor la velocidad finita de la propagacion de la
velocidad de la luz, e@u fo Ea‘iz/aciérf-%o' ﬂt_p un conjunto de ecuaciones en derivadas
parciales se hace sie;ﬁpre p@é un mism:g) In tante.

El que las ecuaciofies dﬁggxwe// solo /; an referencia a todos los valores del campo
en un mismo in e o tiempo, hizo S@spechar a Jefimenko que dichas ecuaciones
no eran en re ‘g'l! que unas iden des que ocultaban el origen causal real que
producia lo loogEy que llevabanp-afaseveraciones inexactas como que un campo
magnético bb?rea un campbﬁé::ﬁ. La ley de Faraday y la ley de Ampére son
reglas operativasigue aunque funcionan en la practica ocultan sin embargo la realidad
causal de los procesos.

Segun demuestra Jefimenko, el campo eléctrico y magnético son dos campos duales
independientes cuyo origen se debe solo a las cargas y corrientes existentes en el
sistema y a como varian con el tiempo. Su formulacion aunque es mas compleja que
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la clasica habitual, sin embargo, ilustra de forma mas clara de cémo ocurren
causalmente determinados procesos electrodinamicos.

Si bien las ecuaciones de Jefimenko es una forma alternativa mag rigurosa de formular
el electromagnetismo desde un punto de vista causal, sin el:aﬂargo, no dejan de ser
una reformulacién formal detlas e€liacienes de Maxwell. ~é’- lo que prevalece es el
principio de causalidad..g FL et ,, a.forma de //engi’a las ecuaciones causales

' )s. Partiendo de estéf%riterio Heras reformuld las
ecuaciones del 5 Imostraﬁﬂo quégla "gcuaciones de

Jefimenko para el ca ticoleran equivalentesta, postélar como unico
principio la consérvacion de la carga /oéq 'lltzado S tie@&_k les retardados.
by

. o B 7
Sy, et ; c.é"g %5 & 9
Prmapl(r{_de, & R q?

(*évz) en la trayectoria

de una particula=siempre deben ocurrir eh, el misqf) n eAfrodos los marcos de

0
referencia espacio tempﬁorales, y estan c@ctadt&u@nen@
x oA . ~

El ordenamiento temporal de’dos ﬁesos c& 0s cz&?almente es un invariante,

que esta relacionado con la inva@anza weloc de la luz, y que segun el
principio de la relatividad restrigfgida es bigd la idad maxima posible para la
transmision de la informacion.dl pring te de la relatividad es consistente
con el principio de causalida@ implic gacjmfes a velocidades finitas.
k
‘g . i -y
Una ecuaciéon es causal, ndo el primer miesdpro de la ecuacion es un observable

fisico que es producido por I?\agn@des Elel segundo término de la ecuacion que
son variables causales gifel ti€fpo. %

» Q L

]‘b d-l ...;\Iu
f o iY : Y
¢Porqué la Iégec ciones de Maxwell no son causales?

Jefimenko hiz ‘%mbs acion de que las ecuaciones de Maxwell estén evaluadas en
un mismo | iempo t y por. el primer no puede ser una consecuencia
del segund@&ie .

Si observamos el primer par de ecuaciones cinematicas de Maxwell

=2 o

V-B=0 Ausencia de polos magnéticos
VAE = —atE Ley de Faraday

vemos que estan evaluadas para un mismo instante de tiempo.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Lo mismo sucede para el segundo par de ecuaciones dinamicas de Maxwell

Ley de Coulomb
Ley de Ampérg.g?

&
‘deAmpére los campqd sus derivadas E 0By

or.tanto, no pu@e haber causalidad entre
"?" var:ac;on§ el tiempo de la induccion
 la Corriente Q@ despla; /\b‘fo debida a la

N QY
Af/rm ""que agb nes que existen

variacion de D @ f- un campo magnético H.

\ S0 £nt1da$, nos dicen nada
tefgs cam
3 ca

~y | :?’ &3 ﬁq 'b

Causalid d del campo electrg zﬂlon e Jefimenko

Jefimenko asume que Ig_s ecuaciones de e@ ﬁldaq;@vahdas pero gue no
ro.

expresan el verdadero origen causal del

Para analizar cual es el origen las e C|ones de la causalidad de los
campos electromagnéticos, segun menk @e pqtbr desde el principio de las
propiedades generales de un campp'vectori Q

%pitulo de teorias vectoriales,

Segun el teorema de Pmssophgue y q&n
n el infinito estd totalmente

cualquier campo vectorial q ‘Q‘hul
determinado por su divergen@a y su ro

n-'

.I'b ==X - I =0 -
a%’“—’lgﬁ. (Vg.a)# ) (V'ad 3z
o 4 8 F-x
& L T

Q Ny

Cuando aparezca ung’primaxcomo en V' significa que el operador actla la variable ¥.

Asimismo la notaa‘éﬁ d ipdica que d se @/alua enx.

Se define la sige

r%@
Qs
o.
O
)
©
Q
Y
T
o)

siendo ¥ un punto de observacién en se miden los campos y X* esta situado en punto
de las fuentes.

Enrique Larrea Bellod
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Por tanto #, es un vector unitario dirigido desde el punto de integraciéon ¥* al ponto
de observacion %, y 7, va desde el punto de observacion ¥ al punto de integracion x°.

- B T

ya que los campos g_ectoriales SUponemgque en, @infinito, introduciendo
las anteriores identidades en la ecuaci%ﬂ’del ca%o tri@tenemos

¥

Puesto que E y 8,B estan tongados e@n Ismo igstante de tiempo no puede haber
una relacion causal entre ell b
i &
o i
- N
De igual forma h? .,\-:.'.%} .%t
1 (V(T3) f& Ca Y 1 [0,D
. -VA (V' A AT
H=-— - Ak —f ——td3%
41 = | x| 41 T
L Voo

A -

Al estar tomad'té\yﬂD/at en un mismo instante de tiempo tampoco puede haber

una relacion ‘f@l e ellos. .
A7 &

Sin embarg%ebé\observarse unma de Helmholtz anteriormente utilizado

es valido solo pa@campos estaticos.

En el caso de que campos vectoriales que varian con el tiempo, el teorema de Poisson
se puede generalizar mediante la expresion de los potenciales retardados

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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S SN 10%a
o 1 [v(v a)-VaA(Vad _c_zatZ] .
(x,t)=—— — d3x
4t |% — x°)
Voo a;.
donde ahora una funciéon F ep hetes [F'] significa gé" iene que ser evaluada

donde ahora

Si se da porc% as e
it :!b

teorema de P
siguientes:&fih

@ aplicando el
vacio toma las

=) = 1
VAE =— f

23

& ﬁ*w]

;&5‘ o adal= 8
se puede calc \Ia_@naoon con el trpo de la induccién magnética

9,B = Qﬁ'qg—at fVA— “+Z—7‘;at fﬁ‘/\[]r—]d%?‘

. = 8
- athA[]]d:“ ”"atfu/\s Fo fVA—[ tr]]d35c"

Veo Veo

Enrique Larrea Bellod
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Comparando las ecuaciones de VA E y 9B /dt vemos que se verifica

4m r x F
Voo ._&;
. o . o . .
Por tanto, segun Jefimenkg Y y es simplem una identidad en que
coinciden V AE y —@ lidad estan-télacionados de forma mas

profunda con la v,

onal de @“Eorrie
que los genera. . ' .9

n.(&e/égp’ica que es la
r

Siguiendo el miSmo argumento, se ede | detergithar Hel rincipio de
._ ) gﬂ p

U | VAL
VAH im—kL /\[ ]]d35c’
de igual forma
1.2
+ C_zat]] 32
habiéndose hecho \%ﬁde I
& -
%" o
Restando las d:%&u nes anteriores se.obtiene
"El"’ 3 G Faapr_Llo
V’%\ é’?ﬁ_ 1 f T) =V AV AJ — 204 BT
T an r * =]

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Por tanto, la ley de Ampére no es sino una consecuencia fortuita de la identidad de la
diferencia de V AH y 9,D con ], ya que ambas son en realidad unas funciones unas
funciones complejas que dependen de la variaciones retardadai’de 7.

, v,
La /ey de Ampere sequn :P_ menko_no es tampoco unge'relacion causal como

variacion de las ¢

Si se hace uso dglas |dent|dades 1 ,5? \g\qg)
01X [a{g;‘] ‘-’Df S'F o
S G T e 9 AN
[ c ‘o ) "b'.
' : o L
V’—+V§ @ .S ‘*-?
2 =~ § QJ'
VA[X]— +i§ﬁ =V ]
=) “

donde X es un funoon a Ia‘que wﬁ_bsoﬁ @%ce@un operador vectorial sobre
|

la que actla vectorialmente Ya' ento ua | s integrales para E y H se
pueden transformar a las expr ones@ .6..,

S 1 i 3] 4o
E(X,t) = —+—\ 0 D7, e c2 f[ : ]d3x

Voo iy

Las anteriores e@aoo fueron dedlt
generalizacion - s “eCuaciones integ

funcion de las @teﬁ'ara el caso depen

Estas ecuaq%! indican que sonugs fueptes de cargas y corrientes las nicas causas
que generan Ibs @fnpos electromagnéticos E y .

Puesto que ambas ecuaciones tienen un término que depende de 9, se crean
simulténeamente los campos E y H cuando la corriente varia con él.

Enrique Larrea Bellod
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Los significados del campo electromagnético

En principio el campo eléctrico E es debido a tres causas: la presencia de una
densidad de carga p, su variacion con el tiempo d,p, y de la variacion con el tiempo de

la corriente @, . o

ki

Mediante las ecuacianes : h a.el\campo e/e'gromagnet/co Sse puede ver

que es una falsa creencia que 05 elé t ico y net/co:Q den crear uno
L % . ﬁ gj

a otro. , ' % WY

En realidad los ca Ctrico y 61 @a entj @ qlg,son creados

por las cargas yworr/entes,\mﬁ yriacion'con elfiempo, *

La ilusion d{a_'% en logsis as /@pendientes del

tiempo los campos apare nultan Y mightfas su relacion de

causalidad ecto a las.fuente iCr la vaﬁﬁi’ e /%9 riente) permanece
3 o

oculta. } : - § o] O &:"

Las ecuaciones para E y H tienen /emeq_ @5/ cgmgun que procede de la

variacion de la corriente retardada cogyel tiem . 4,:}.

Sin embargo una vez creados /os c@mpos E s lsten sin ninguna influencia

uno en el otro. e

Por tanto, sequn Jefimenko, e& una efe de induccién de Faraday de la

creacion de un campo e/ r/co po con el tiempo de un campo

magnético.

"-l".-'.r' e r

Lo mismo se puede d
realidad es debida a |

En las ecuacion ¢
importante e/ t Stice
- { ) ~
@’\3 -*-u “%?f—[ Has
©

La fuerza generada por este campo es diferente de la fuerza electrostatica y esta
dirigida en la direccién opuesta de la corriente, y existe mientras esta cambie con el
tiempo.

de / orrie te de esplazamiento D /dt, cuyo origen en
ariac con e po de las fuentes, o a un desplazamiento

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



12 Teorias de la causalidad del campo electromagnético

Este campo electrocinético ejerce una fuerza sobre las cargas de los conductores
proximos que provoca corrientes inducidas que se pueden asociar con la ley de

induccion de Lenz y de Faraday.
Lo

o
&
)

&
o

W N
entonces existe | e elicampo ele cmet& €rgotencial vector

K .,.9?’

Si se define el potencial vector electrocinético

Mg,

Medliante las ecuaciones de : d—@ reinter, e;@e fofda simple los
efectos prodp@ﬁ& n{@s y d/@! 9GNELCES.

Si una corriente estz siste@a Q ejeskgordenados S se

Mueve respeeto a un observador-er un sistéfha S c&)un&yelo%pd ¥, entonces este
ultimo vera una corriente aparente é"‘ O O N
& £ R K .} 'QIJ
- A YK

V‘(ﬁ-f)=(ﬁ-v‘)7+ﬁ§é%‘/\7+

o, {# g N

el campo electrocinético sefeescribird’ gom
by
-

imiento.

ol

De forma s&%@ al

una carga s d#n
ovi

una corriente en

Consideremos ahora el caso del desplazamiento de un dipolo magnético con una
velocidad no relativista v « ¢, por lo que se puede despreciar los efectos de retado

Enrique Larrea Bellod
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Los significados del campo electromagnético

Si hacemos uso de la identidad

Si considera | nal dgs Jd3% = I1d[ donde
I es la intensidad de corriente que circu?\-las di ’s@s quw s de la superficie S
que encierra es mucho menor que distaggjd dgy del @onductor a punto de
observacion r? > S[,‘y hacemos tamb@ usod i(ﬂati @

L

oy

428 ~— ’f?@iﬁ;

s

Entonces el campo electrocings?(.) se

=3 ﬂol @‘ dz)\ I-. i
4n

.
= &,

(=]

~
.rz(/rﬂ-

.
T\;|§¢
4 i

donde 7 es el dipolo magnético creado por una espira de corriente I que encierra una
superficie S, entonces se verifica

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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E=E¢+E,=-9AB

y vemos por tanto que una corriente en movimiento genera no solo una campo
electrocinético sino también un campo eléctrico dipolar ordinar;g}

a.?"-';r B :. \&#
Ja con 0. rigen ggla causalidad del
Y~ oy
Jna desaidcion cdtmpleta del origen
harg Bara su deblucelon sigarte de que
<

sies pgsible degaciréidas e€Qaciones causales
' nos osnpTing fundamentales

generales.

A~ F Px A
Heras hace una elegante deduccion d_e@s ecﬁne@d&ﬁﬁdad de Jefimenko
simplemente partiendo solo de la validaZ de la s@ié al de la carga en todo
instante de tiempo retardado &

Con esta simple hipotesis as d xisten siempre dos campos
vectoriales E y B que verifica&:‘aas ecua@

& (o

EG0 27 (:%,] f [a;] | o
- Ver
-
G &
&5 7 Vi
935 & o
F&
@'\3 & VE
@ - =
VAB =C;

gue son las ecuaciones de Jefimenko para el campo electromagnético que verifican
también las ecuaciones de Maxwell.

Enrique Larrea Bellod

429




430

Los significados del campo electromagnético

Cg y Cg son unas constantes libres que dependen del sistema de unidades elegido.

Mantenemos la notacién de que una funcién A entre corchetes [A'] indica que debe
ser evaluada en X" en el tiempo retardado t' =t —r(t)/c vy

o
’ &

siendo X el punto de observacion en el _@I vector unitario
diridido hacia ese punto desde Ia‘ﬂ.ente. ..é.‘*

&

[

(.

Reproduciremos de forma simplificada ¢
el minimo de supuestos necesarios
ecuaciones clasicas de Maxwell,

=

Heras parte de la hipbtesis de q
posicion y tiempo, y por tanto,

ue considera cual es
teoria causal de las

coplinuidad es valida para toda
mpo retardado
E

2

'y
siendo :§

[ & Y FE T -
} Cram pos

El retardo se puede ;s:éiesep?ar median ? J a delta de Dirac
SZ [ 5@pEEr = 106 Olemr-pre
‘a'c &
BE T
X ‘uﬁj I= f 5“Wt‘ =VE Oles e
© oo
y donde t,. es la funcién
t, =t‘—t+r(t)
c

De igual forma se tiene

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Vo] = f S5tV p(@,t)dt

La delta de Dirac

campo electromagnetlco a-partlr os potdhCi S I etardados gue dependen

de forma integral de la delta de @Tac ret@ad‘?
()

Fu
@? 6(t po 6(t,)
Q\‘i (tr)

La derivada 6'(t) = %&t) (ﬁl’a funoon' _-

-‘.. ;
Las siguientes |gualdades seran ién aﬁa a efectuar el célculo del
ec

N/

3¢,

/.l"i-r-’ffm.r

=<

ta de Dirac tiene la propiedad

[ee)

ff@(ﬁo)dt - [¥

— 00

Las antenor@ld&s son faciles de

%é&") = —6(t —t+ r/cﬁr =6 (tr)%w = F?“cmr)

0p 8 (8 = O)dt’ = =0 f (Ol e=¢,

probar, como por ejemplo

Empleando las anteriores igualdades se obtiene el resultado

oo

olp1= [ PG E0E0 e - f 00 (0 G2, £)8(8,))dt = f 6(6)0:5(t,)de =[0,p']

—00

Enrique Larrea Bellod
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por lo que se obtiene la siguiente igualdad

ac[p’] = [0,:p7]

En integracion se ha supuesto que las fuentes de carga esyﬁl localizadas en una
region finita del espacio y por tar anulan en el infinito. _{f:‘
: O

De igual forma se dem

1Y

Se pueden [qk

forma

107/

=Lt — a6 - )

V. 5. Ul o Ul
T T

La anterior ecuaciéon es la base que sirve a Heras para obtener las ecuaciones de
Jefimenko para el campo electromagnético tomado respectivamente su gradiente y
su derivada en el tiempo.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Tomando el gradiente en la anterior ecuacién de continuidad retardada, y después de
operar empleando las anteriores identidades se llega a la expresion

N ——— 21 T Tur Ty o B =
VA<[]]Ar_2+[af]]__af<r7[p]+;[afp]:i?ﬁ[af]]>)=

De la derivada ‘respecto al tiempoide la antefror ec aRWe continuidad
(S

retardada, se lleda a la ecuaciéon

A $E

[ . )
Las dos anteriores es de ﬁflr@ko se efectian su
integracién en el espacio uent \é%téﬂloca' %as en una region
finita del espaci forma-qtre I de su@ci an S

_ S L O
N TS
) - G b
B =@e —
5 TR
donde E y B son dos camp@vectori \'vie definidos por las ecuaciones de

Jefimenko

Vimos que las invarianzas gauge tenian como consecuencia la conservacion de la
carga y las ecuaciones cinematicas de Maxwell, y que las ecuaciones dindmicas de
Maxwell se obtenian a partir de principios variacionales.

Enrique Larrea Bellod
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Sin embargo, la demostracion de Heras invocando solo la continuidad de la carga lleva
a las ecuaciones de Maxwell y las relaciones de causalidad de campo electromagnético
de Jefimenko en funcién de la variacién de las fuentes.

&

La e/ectrod/nam/ca como consecuenC/a de la conservacion _@ la carga, tiene una
ot ﬂ //ca la invarianza:dpte transformaciones de
Y delitiempo que da /ugé‘é’ a una libertad gauge en

_':‘g'?\

-."\_\II.

magnética sorchh
funciones de Greeh re

'L.

ada ya que en ellos
icas mas profundas.

Sin embargo, ce ungaten n d
se oculta las claves de la relatividad y aIg@as im CI S flI

%

A partir de los potenaaies retardados Q'?'

--“':

&
& r?
reproducen las eqﬁciiwgde Jeﬂmeék‘% para el campo electromagnético. Esto se

puede comprob *gﬁrect ente con up desarrollo similar al efectuado en la seccién
anterior. Q

En general, S natdistribucion de fuentes arbitraria el calculo de los potenciales es
muy compl ; tegrales. Ello es debido a que
©

no representa la carga total del sistema ya que las diversas contribuciones a la integral
son evaluadas en diferentes tiempos, y durante el tiempo que se recoge la

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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informacion las cargas se mueven para parecer mas 0 menos densas y corrigen el
valor total de carga.

Consideremos una distribucion finita de carga que se desplazg, a la velocidad ¥ . Si
dq’ es la den5|dad de carga vista en punto de observac@ se verificard por el
do-en cuentaque la mformaaoré'laja a la velocidad ¢

4_ 435
Aunque de las anteriores ecu ones u her facilmente los potenciales

n o)
para una carga puntual, emos thbargl otras demostraciones que son
significativas por los concqup fisicos’ er los retardos.

S

Por X(t) designamos la p&loo n un..m tante actual t y por t* el instante retardado
tt=t—7r(t)/c. o Q:.

Las expre5|ones antemores t%blen se pﬁeﬁen obtener mediante otra argumentaaon

La densidad de catda y 7 corriente para una carga puntual que se desplaza con
. S G - A5 .
velocidad 7 la posété‘nos ribir en funcion de la delta de Dirac como

‘a.l;..u § p(x t)
K54 JG, Q'?' ; (x %.(1))
donde xr(t@;z Iqﬁ%yectona de la posicion de la particula.

Empleando la delta de Dirac las fuentes retardadas vendran dada por

(0] = f 5P, L)t = q f 5(6)8(% — % (£))de

Enrique Larrea Bellod
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[ee]

'] = f 8(t)j(@,0)dt =g f B(t)5(t,)8(X = %,(£))dt

jo y depende de X, poq‘eﬁl‘r’os en principio tomar

5k, (t') de la distribécion de la carga y hacer

Como el tiempo retardado t* no es fi
un tiempo t*, de referencia de‘u

se puede considerar
transformara como ‘?

"

L
y el potencial e%?ﬂ?r

. 3]
pee) = f%f@%r

P
Voo
1 p(X,ty) d°%, 1 1 5 5
= —— = p(X o, t')d3%"
47T£0f |X — %] 1.5 54 47me, 1. 5 f
Voo 1 + c [ u] [r r v]t‘o Voo

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Ecuaciones de Lienard-Wiecherd

Un caso especial en que se puede resolver analiticamente las integrales retardadas
para los potenciales, es el de una carga que se mueve con una )?locidad constante ¥ .

ra 'una cargfntual \(ﬁje &g tesplaza con
el delta ge Dirac ¥
§ S ! @ %

t=t—r(t)/c.

La densidad de cardaty de
velocidad v la podemes escri

g(tp=C
donde ¢; son la soluciones ; . Si tomamos g(t) = ¢t (t) y C
=0, sera
- U
y
Se define

o w [ _ 1, ( T )
E@ gof [r U [r1(1 C[ru V]
Teniendo %u q‘é las anterioMedades de la funcion Delta de Dirac, y

haciendo el campio de variables de t* a t,, obtenemos para el potencial escalar la
expresion

| 1 _q 1
oG = 4, [r—l?-ﬁ] T Amey s
c

Enrique Larrea Bellod
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De igual forma el potencial vector vendra dado por

A(%,t) 9t v _ kv
41‘[[r 1*-17] 41 s c..;.
Los anteriores potenc:ales seit cen ¢ mo los potenciale &é@ Lienard-Wiecherd que
ya fueron deducidos mea ; de /a extensmn variante.

) respect casosde lamestatica y debe
s Jcalculg requ&b a‘l@posmon actual

,-_ige“f A

El denominador s, geffigeta‘la iey de
calcularse en el O retar
de la carga obse

y por tanto /=

Sera por tanto : ‘-é? cb § Q
= = (A3 = 1201 — sent [51/59 f"(l /e + G- 1917007

Donde a es el angulo que formaﬁcaon,ﬁd@ poibon actual de la particula al

punto de observacion y la direcciomtle mov@er@ Q misma.

Cuando en movimiento de la ?ﬁ;a no n&me g’ca/cu/o de los potenciales es

mas complejo, sin embargo exlste un u@ impestante que simplifica los calculos.

El campo electromagnético,@e dra dade

o ..H_’vq > 1, o1
E.3—V0 0.4 = =5-75)
SRS ¢t s
~ i = Lo
i T
% J :
Postulad o‘,ge Ig retados
Es postu/a%é retardos e%ﬁ!iﬂue los potenciales solo dependen de la
posicion y ve retardadas.

Este postulado hasta ahora no ha sido contradicho por la experiencia tiene el mismo
cardcter que el tercer postulado de la relatividad de los sistemas inerciales
instantaneos en que las transformaciones relativistas de Lorentz dependen solo de la
velocidad instantanea y no de la aceleracion que tenga en ese momento la particula.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



12 Teorias de la causalidad del campo electromagnético

Como Jlos potenciales seglin este postulado solo dependen de lo que haga la carga
en el tiempo retardado, los potenciales seran los mismos si se supone que las cargas
contintan moviéndose con una velocidad contante ¥ = [¥] a partir del instante
retardado t* hasta el instante t. f

'3:-. 0s campos, ya q§e se puede utilizar los
elocidad eva/uadzﬁn la posicion del instante

;’1,?:! >
AR & Py
a a‘“ un m@mien qg})wcgte.
) .
. un p o.ﬁ."cuyc;gano (X0, Yo)

[

Este postulado simplifica
potenciales de Lienard-\A
retardado. Una vez
determinada tod.

Consideramos un sistema de eje&ﬂe coo\r’

es perpendiculgﬂhq@ct P, o fij q@@rvacﬂm P(X), y una
carga respe<;6 del” ' i ne re egbda pBirb, (£)
&5 /]

; /
\a@ \ = yy) @%ﬁ(t‘) é.
En el instante ¢ de observacion. se debglificar ﬁﬁc@én@étardo respecto a la
/]

posiciéon de la carga, t'=t" +rg/c + z,(#I/c o
1 L]

X Q 9

"-' - -
donde r, es la distancia fija del pu de offZerv4cion, @igen P, desde P en el
instante t. ) {? C_"‘

Entonces respecto al punto d ‘%bseg% o@va que la carga tiene un

movimiento aparente en plan b 0 Vo) #as ecuaciones

(0]

&

donde t'(t) se obtiene despejando ¢ én fuf‘\lci »de t en la ecuacion de retardo.
by

.

Si el movimiento fuese &ia os‘h@cién §@riédi’€a en la direccién del eje x,, entonces la
. . —"_"'J:ﬂl N 7 .

ecuacion de movim#hto fparente X = xo(t'(t)) serd una catenaria y su

discontinuidad gen@rl’a enr su deriva4 a segunda como una aceleracién generara
pulsos de radiaciops

i
Un caso de es i@?rés es cuand%

| punto de observacién de los campos se
encuentra a di aﬁ;ci ue son muy grandes con la distancia que recorre la carga en
un interval tighpo caracteristi ¢ observacion. En este caso el campo
electromag 04dé radiacion se p acilmente calcular a partir de los potenciales
Como ya se vio e@el capitulo de teorias espectrales.

Sin embargo, debe observarse que el gradiente V acttia sobre las coordenadas del
punto de observacién manteniendo a t constante pero que actla también en t' que
depende de las coordenadas de posicion a través de la ecuacién de retardo.
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Los significados del campo electromagnético

Campo electromagnético generado por una carga con
movimiento arbitrario. Ecuaciones de Novozhilov y Yappa

o -
Otra forma mas directa de obtener el campo electromagnéticd?creado por una carga
puntual, es partir de las ecuagiénes integrales de los potenci%es en funcién de la delta
de Dirac retardada "

Teniendo en
siendo
. ‘b . .r:.‘- rd = .
Las ecuaciones para el cam%?“éléctgp . A y B =VAA, toman la expresion
b 5
T

¥
d Ty -
[o; & |T?(1 —vg)itc(1 —vg)dt' \ (1 —vp)r

L& o
X 5: q f(W%é(tﬂ)?ul\ﬁdt‘
1

4me,

. q VAT, N d VAT,
T 4mey |[r2(1—vp) (1 —vg)dt \cr(1—vR)

Estas ecuaciones todavia pueden simplificarse teniendo en cuenta que

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



12 Teorias de la causalidad del campo electromagnético

i, 1df Fdr B 1, .

dt  crdt  cr?dt o cr

p=_1 v/c
" 4me, c@-— vp)dt \r(1 —vg)
= q
B= :
¢ 4me,y (12 ‘:;f
De estas ecuacione AE
<

a puntual, es a

Otra forma de obtener e carﬁ)o electroma
partir de las egrale J% q§i delta de Dirac
retardada antes obtenidas : S

o8 NF 9

emplenado la siguiente igg#ldad

"’f‘ﬁ‘ Eﬁa DR ) ele-ee))

y las propiedades,@fun ih delta de D
obtiene las ecuacines dgiBecker para- -

carga con movimo itrario
fo} &

&5 & LB dp
\au_) i, q [T ) T'/\((T‘—T'E)/\E>
i(ﬁfs_ﬁl (- B)? . f-ﬁ)3

c c
2
o ar(-B) #a(a(r-rE)ag)
B(x,t)= 3+ 3
4meyc 70 7B
c(r— c ) czr(r— c )
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Los significados del campo electromagnético

estando los campo evaluados en el tiempo retardado.

Obsérvese que los campos solo dependen de la velocidad y su aceleracion retarda, y

que ademds B es perpendicular a E ’g,
&
0
y ambos se encuentranier dicular al vaetor de observacion en la

ALY o, '

Obsérvese tambij e rcionales -3 la acﬁfacl% dv/dt decaen
y ; 1 tfi

como 1/r y estah asociados a la radiacion

] ﬂ m‘ra&J que | trgs¥términos que no
dependen de la aceleracion decam como ﬁﬁén as o5a/ cﬁcter estdtico
del campo. . il .= 7

r— e XY 8

También p é:’;mes'-. ) sE y'\@ rtir los potenciales
calculandoiﬁyebctiné'nte acion%#é&la dé/ada respecto t a
los potencialess Y /
P - : A @ O .‘@
Para ello son utiles I?_s identidades que %Sesarrq@n a@ntin@ién.
Como r=c(t—t‘)yt-‘=t—r(t‘)/ era E',"',k ’g
£ &

= ar 5;:bt‘ 4

B ZE_ -gﬁ,&g (%)

De r? = 72 se obtiene deriva esp

a®'y eddpleando la anterior ecuacion se
deriva la relacion &:, '6-“'

De igual formaia'c @
ol ;
Fg oSG

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



12 Teorias de la causalidad del campo electromagnético

Muchas veces los campos vectoriales @# estan referidos a los instantes retardados
t'=t—7r(t) /c como en los potenciales de Lienard-Wiecherd @f = @ (%, %'(t),t,t").
En este caso

_ Sy,
De igual forb: k

e .
Empleando las anteriores identidades -‘-gL'Jando @‘a@??an’@ potenciales retardados
de de Lienard-Wiecherd para éF'céﬁé dire@d@s cﬂ'pos Ey B, se reproducen
otra vez las ecuaciones de Becker © Q o

En el caso especial en la cargagesta er@oc& sescmpieza a acelerar en el tiempo

N -!‘ﬁ- . . .

t'o, el campo observado en 33 stan _;@ +r grandes distancias viene dado
AT

por ;
{‘." 1

Vemos que E y.B'se gAcuentran en
observacion, y p@gsto qaé es V-B =0, entonces sera #, AVAE =0, lo que indica
que E es un ca tgﬁsversal.

\ "
De igual for an

o la velocida

s=[r—7-v/c]~r
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Los significados del campo electromagnético

y las formulas de Becker para el campo de radiacion que va como 1/r se reducen otra
veza

E@ 1) ~ 4
g
- q é"—} - - =
cB(x,t) = = dmeg 7 dt AT, =T, ANE
. ™ .
El vector Poynting dado gr o,V
. S o 9,
. 15 . 0 dv[\" ,
Swu=—BEANB= 450N |—]| ) 7
Uo 16m 37 dt

La potencia dg%ﬂgl’a

entonces, si[[s{g eTi?jé di etcién del

&gﬁsupeygr éfrica qg radio r sera

z igualf@ue la dedintdt] L]

. » ! /]
Aol Q? QL q* [dv]?
_ 2 : _ bt
Praa = fSra sin @ ?l@g - 61EC3 [dt]
0
y 3 = & v O
gue es la misma expresion que ya otia'{/imosa’ara@ﬂuj energfa de una carga
oscilante. o Q é- s

El flujo de de energia radiado defe ser iﬁ di:éucién de la energia de la
particula y del campo dentro de g-esferae [«

. : o "
Ademas a consecuencia de /aei;'/metr@

Jﬁujo nergia el momento total de la
carga y del campo electromaghético de

e la ra debe permanecer constante.

=

&
La energia emitida durantéun tiempo dt* esta f9ealizada entre dos esferas de radio r

alrededor del punto %.4y la @a de radio r + cdt’ alrededor del punto ¥*; a una
distancia —vdt respec@a la cﬁ% pOSiCi ] ¥ ¢

Puesto que el eIerrj o de vﬁumen esf%figd es d3% = r2dQdr se verificara entonces
gia? = #2d0(cdt — ?‘-':{dt‘) = 12(c =7, - D)dtdQ
el dlemento angulo sélido subtendido desde X°, .
dé_'éitro de dw

& .
©  dw,qq = 7‘)(152 + c2B?)r?(c - 7, - B)dQdt’

ol

donde ahora d g

La energia [

Si se hace la integracion a todo el espacio se obtiene que dicha energia es igual a la
gue pierde la particula por radiacién obtenida anteriormente.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



12 Teorias de la causalidad del campo electromagnético

Las féormulas que obtuvimos anteriormente para el campo electromagnético estan
referidas a la posicion retardada. En el caso de una carga acelerada es imposible
expresar los potenciales en términos de las posicion presente solamente.

2
Solo en el caso de una carga que se mueve con velocidad ang?ante es posible poner
las formulas del campo electpémagnéticozcon relacion a la gsicién real en el tiempo

En el caso : locid &;Eoﬂ&ante Q.g’hay radiacion de
energia. ) A

El campo eléctrico se expande perp@icu/a@nt@ /aa‘feccién en el factor
B . ‘@

y = (1 —:—z) * y se comprime en /ﬁ’@irecciéa'ba@ ela, Q\y‘z por lo que a altas

velocidades se le ve.como un camp ransve/@ ,Qb 'f:'

Para velocidades no relativistas 1%‘_'}? ¢ las J:S

Coulomb y de Biot-Savart. &

gue corresponde a uné}'mpo@e Co
carga. =
& o i

Para un campo creéado per una quﬁ@e mueve uniformemente, por invarianza
traslacional deber‘@.'ump/' e :

YN

iy $
ié'i-? & - 3.7
\ "

‘ab § ot
ya que el c%ﬂ' f&‘-ﬁun instante W! mismo que el trasladado a una distancia

vdt en la dire ci@ del movimiento.

-E'{{
rilﬂfgﬁ%ﬂ'rﬂwrr

En el caso de movimiento uniforme, esta relacion permite eliminar para un campo
que verifique una ecuacion de ondas con un término inhomogéneo que no dependa
del tiempo eliminar las derivadas parciales temporales y reducir la ecuacion a solo
términos espaciales cuya integracion es inmediata, lo que nos vuelve a llevar los
potenciales de Lienard-Wiecherd.
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Los significados del campo electromagnético

Supongamos un campo ¥ que verifica la ecuacion de ondas

1 02

VZlP—;F: —f(@) n

=i
=

. m .
eglin el eje x podemos}flécer el cambio
)

siendo

L . 17
que son las mism, queﬁuwmos anterit

L "y
Este resultado &?q Walente a hacer_ u
coordenadagﬁlﬁé/ drivector (@,c

reposo (en(%qu@o/o existe uneampo radial electrostatico ® con A=0) al del
observador en elsistema de la carga se mueve con velocidad .

Lorentz y Poincaré fueron los primeros en descubrir estas transformaciones para la
electrodinamica, pero fue Einstein el que postuld su validez universal para todos los
sistemas fisicos que se mueven relativamente uno respecto a otros con velocidad
constante.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



12 Teorias de la causalidad del campo electromagnético

Ecuaciones de Feynman

Existen otras de obtener el campo electromagnético creado por una carga a partir de
las ecuaciones integrales de los potenciales en funcién de la del}? de Dirac retardada

Para el calculo del campo electr ; sEibi Ios@adientes de
una forma dp‘grdﬂn_%: ; <
@i

siendo

\ d & ~ 11 ds
5(t¢:“=d_fﬂtr)‘< T _EoB] (-vpdr
-2
De igual forma,%fbbﬁ
R 2o =
4-1[50 rcz T 41Teoc2(1—vR) de |r(1 —wg)

Con lo que se obtiene las expresiones de Janah que sirven de punto de partida para
distintas formulaciones del campo electromagnético
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2_ g p_ 4 q d (?u B g)
E=-Vp—0,4= X —
deg (1 —vg) |r?|  4mege(1l —vg) dt |r(1 — vg)
4
& d
varias altern@‘\/as
€L
empleiglgual ad o'
] . m’ h"
o Q?)
S o
I ‘o w

448 1€
= [RINE
u Sy T
Si derivamos la relacion t* =t g7 /c rejﬁ d‘gg ohfefemos las igualdades
4 1, & :
A

1—17R§ c c

~, N
La primera igualdad se @tmnq&endo@ue f(r,t,t) =t —t+r/c =0 entonces se
verifica que .

4 1dru 1d(1d 1dru
r2 cdtr cr2 2d d " czdt v
rdr,

_[ ]+[cdtr2] [cz dt?

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



12 Teorias de la causalidad del campo electromagnético

La anterior expresién es conocida como la formula de Feynman para el campo
electromagnético generado por una carga con movimiento arbitrario, junto con la
ecuacion

449

La segunda integral se Bhede Qgresar

f ([@‘7 ] v$ FERR 'k_:ﬂ%iat\f‘]—?u/\[atf‘]/\?u)d%

L '|L F m!%
.

cr
°°-.

Por tanto, seraia%‘ "'?

% _,.- I” I > S = S -
[c%p]r%;, (MR TN ISy (1N il V1% 4,
Voo ot Voo

Puesto que

= 1 —(lp 1 7 1 7
W00 = | T <M> “x [ Biws - Eoeptew
Voo Voo

4dmey ), 12 dmeg Jy e
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R 8
A%, 1) =ﬂf 9]0 o
Voo

4 r

entonces el campo eléctrico y magnético

e

Las ecuaciches s&i §
fueron dedk@@nter_}p_

& : G o o
| & & ¥y
Un hecho a destacar es que /a radiz on e/eqro nétiegf que se propaga en el

espacio libre, no es afectada por ! las f#entes q@o ne a vez producida.

Aunque todas las formulaciones hemo& ra €Meampo creado por cargas en

movimiento son equivalentes & son o&yinvaridates, sin embargo, no son
[ J

covariantes, y por ello ,oueden ar di s&pre es vectoriales.

dipolar eléctrica y maghéticata partir de 10s potenciales de Hertz. En esta seccion, los

calcularemos a par;u, de lo otenaalesge}ardados que en el vacio en regiones donde
no hay fuentes, v@hen dgdos por i

&
En el capitulo de te;r??‘de I sstem%&méwles vimos como se calcula la radiacion

S, U F,t— % =& |/c)
A(x,t) =
0 f 4A1|X — X|
Como ya hemos visto, debido a la velocidad finita ¢ de propagacion de la luz las
fuentes tienen que ser evaluadas en el tiempo retardado t,=t — |¥ — X¥'|/c .

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Para campos lejanos de las fuentes, en los que las dimensiones de estas son mucho
menores que la distancia |¥| al punto de observacién, se puede utilizar un retardo
constante t,, = t — |X|/c y el denominador sacarlo fuera de la integral con lo que se

simplifica la integracion 4{;’
&
- \l ‘Ié
7 <
! . \9»?‘\-{ s
=280 & T o™ &*x
e | e 08
donde suponemos ahora que la fLﬁntes estar aﬁ%‘s en g;@,-de qesrdenadas.
- o= [ .0 <
El primer ter?am@da eléctri idhte ya ~ .
B, B
Uldz\ Pradg s
oo Vs A V‘ooqu o @
y para campos IeJanos en la zona de on@ se o0 e ghtampg, de un dipolo eléctrico

oscilante (9 ~ ? )

IEJ
t ) ’Q
—— il Q)de | lzré
X
@
A partir de estas formulas IIega tanEnb| expresion anteriormente obtenida
para la energia radiada pek un deO|O élec na antena, que ya se dedujo en el

capitulo de transformac@nes v orlaleﬁ por otros procedimientos.

El segundo término @a n@gral del po@naal aungue es de un orden magnitud
inferior, tiene tamb Fres espec

De la identidad vgﬁorla

‘3'c é’zﬁ-a:ma_

5 X
f](f\' trO)T’%?dgx\ =
. ||
Vo
1 s T X\ s
=E fx A]T(x tro)/\l |d3x +5 f(](x tr0)|->| X +](x;tr0)'mx>d3x
Vo Voo
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Teniendo en cuenta la definicion de dipolo magnético

o ! . b .
A": _T-l__ - ‘
4 |x| 4ni?c|x|2 g:\ 2
1“"

==

QQ?MQ?Q

El segundo término que produce I@diacic’mﬁp r ma&}ética que es mas pequena

gue la radiacion dipolar elé‘ctricaég:ﬁ’un fa%dadeb@rde&i@ (v/c)?.
¥ K8 &

Fuerzas y energiasgq?le inte
cargas en movimigi?to g

L4

#¢cigff” electromagnética entre

FFFrT;

o 8 3
La fuerza que actuariagsobre %a cargé.-tq S
mueve una velocidad #, Bhiforme erfa
ecuaciones de LiérLénd—WiEg?ert e

- - - - =g
(vr‘ + Yy U rurr‘) BZ

1 w1 1, . 51
- (_Vzg‘l'_ vz'Vz)E_ﬁvZAleVZE)
Es facil comprobar que ﬁql_,qz y ﬁqz_)ql no son colineales y por tanto la sequnda ley de

Newton de accidn y reaccion no se cumple en general en las fuerzas electrodinamicas
entre dos cargas en movimiento.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



12 Teorias de la causalidad del campo electromagnético

Tampoco existe un momento neto por dichas fuerzas alrededor de un eje
perpendicular a la linea de unién de las cargas y la direccion de movimiento como
seria de esperar, ya que por efectos relativistas de las tensiones que deben existir para
mantener proximas las dos cargas se produce un segundo m@nento relativista que
compensa al anterior, lo que sesgenece.como paradoja de ﬂf)uton y Noble, ya que
experimentalmente midieromila ause “"::L“‘ par de fuerzas. S5

q\.'u una pro;aﬁdad invariante ante las
rélativistas de L y.si bserv@br se rﬁm ‘dn velocidad v
las cargas para éf's . 50 J1. s0lo exg las fu@s oulomb que si

cumplen con la Cccio

"'-
Solo en el casoyde ambas _=-..- ha/e/ ente /gépve/ocidad o
perpendicul € : e la le C/on a on bas fuerzas con
colineales. [r & \O S @
Las fuerzas ls%}hwlvas cargas en_este caso Eivan %uqkpoter‘é Y. denominado
habitualmente como potencial de conve N

eon® F F
T % v b
P e 1@ g ﬁ m
T H} ) er &
por lo que tienen la direccidon deag%orma \'gﬂde Cfe
]
ap

N

~

3
o

P 'QJJ.,

—
El potencial de conveccion @sempe portante en el los conductores
lineales hechos de ﬁ/amen;é’ ya que la$ fuerzas s@bre la cargas tiende a separarlos, lo

que explica su enrollamierfto en §§sp/ra/-para inimizar las tensiones de separacion.

Cuando hay varias ,oarg'c'u/as e mter%g,gohan entre ellas, no es posible definir una
lagrangiana o una rgia @ptencial global, debido a que cada particula tiene un
tiempo propio diferéfite. ¥ g\f

'l-.

Solo en el caso /es@co en que 108 efectos relativistas debidos los retardos en la
propagacion de ntq;acaones son d spreciables, es posible definir una lagrangiana
para el conju e/ ma.

@’\iw w

El potencial eléctrico creado por una distribuciéon de carga q;, de pequefas
dimensiones y cuando las variaciones con el tiempo suficientemente lentas
comparadas con los tiempos de propagacién, vendra dado por el desarrollo en
términos de r
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sera

4 b
P : 4me, 17l

siendo o . ﬂ‘.‘.‘?

& 4
H)=Xx—-FKt) y =
| () =74 & =
El potencial vector en-una _ap"rom ion cud‘%@ca,

vendra dado por é.,}e eqb‘? q}

- -
vl "r‘1

R $ 1
MHED = e T %0
Ho 2 (Z-%O)v - (2 -2,(0)

A0 = §(|f—f1<t>| FEEAGE

Con este gauge el potencial vector es solenoidal V- 4; =0

)

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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En presencia de otra carga g, situada en ¥ = ¥,(t), en término de interaccion de la
lagrangiana viene dado por

Lin = —q201(F5, ) + @30, - 41 (%, 1) o

Este interaccion esenta u ion: 15 i tanq%‘iﬁstantarﬁ wooda como la
interaccion de D¢ i

i -- 9 @
- - £ S
" . I-' i o CZ 1%_@11 @
L&LZI’" F'“1 deD Q g‘
que es conoci o la lagrangiana de
L. of & B

ﬂb
En el caso de que exstan N cargas P uales |§raccman la lagrangiana de

Darwin viene dada &o ,? Q? ™)

v g é‘ tﬁb '
L=—Z:morc2 1—5—2'— q
siendo

@ﬁ — U+ P U+ P ))
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en la ecuacion de los momentos, obtenemos por iteraciéon en segundo orden
N

> 2
myVy =Py —

;é“‘
El hamiltoniano vendra d
N
H= ﬁrﬁr 3
T
N

)

o 5

habiéndose japroximaglo; : . /2:
Se define la ' ) a‘energiag# del si

A

<

T, % ‘b .
donde U, representa un posib apoter@e@ o la particula r.
La ecuaciéon de movimientoSe reduce expresiones de la fisica clasica
av
0%,

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



